PLAN DU CHAPITRE VI - FONCTIONS ELLIPTIQUES

1. INTRODUCTION

Définition 1. Un sous-groupe additif 2 C C est un réseau si

(1) Q est discret,
(2) Q engendre C sur R.

Définition 2. Un fonction méromorphe f € Mer(C) est elliptique de périodes Q) un réseau de C si Vw € Q,
flz+w=F(2)
Remark 1. Lensemble des fonctions elliptiques de période ) est un sous-corps de Mer(C).

Remark 2. Si f € Mer(C) alors l'ensemble des périodes de f forme un sous-groupe discret de (C,+).

Exemple 1. Reprendre la construction d’'une fonction elliptique de périodes aZ + ibZ avec a,b € R* faite lors du
cours précédent a partir du th{eoréem de représentation conforme et du principe de réflexion de Schwarz.

D'apres les formules de Schwarz-Christoffel, si f est la fonction elliptique de l'exemple ci-dessus alors de sa
fonction réciproque est

IR o dw
fow) = / Jaolw - D(w_N)

pour une valeur A dépendant de a et b. Ce type d'intégrale apparait dans le calcul de la longueur d'un arc d’ellipse.
L'étude de ces intégral commence avec Kepler et se poursuit avec Gauss, Jacobi, Abel et continue encore aujourd’hui.

Exemple 2. La série Y %w)d définie une fonction elliptique de périodes ().

weN (z
Exemple 3. Soit p(z) = Eﬁs& ﬁ — L. Sa dérivée ¢/ (z) est elliptique de périodes 2 ce qui implique que
pour w € Q, p(z +w) — p(z) est constante, en posant z = —% et un utilisant la parité de p on montre que cette

constante est nulle : o est elliptique de périodes €}

2. Les rRéseaux pe C

Théoréme 2.1. Si G est un sous groupe discret de (C,+) alors G = {0}, G = Zw (w # 0) ou G = Zwy + Zw,
(w1 7£ 0 et (UQ/OJl € R)

Ces derniers sont les réseaux.
Proof. —

Remark 3. Si Q2 est un réseau et A € C* alors Q) est un réseau.

Définition 3. Une similitude de 1 dans Q4 est une application z — Az qui envoie 2y dans Qs.
Un endomorphisme du réseau 2 est une similitude . ..

Un automorphisme du réseau €) est une similitude . ..

On note GL»(Z) = {(CCL Z) € Z*: |ad — be| = 1} et SLo(Z) son sous-groupes des matrices de déterminant 1.

Théoréme 2.2. Si (wy,ws) et (W1, ws) sont deux bases d'un réseau 2 alors (w1, ws) = (&1, w2)A avec A € GLy(Z)
SiIm (5—?) Im (g—f) > 0 alors A € SLy(Z)

Proof. —
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FAIRE LES DEUX PREMIERS EXERCICES DE LA FEUILLE DE TD

3. GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES

Q sera un réseau fixé dans C et (wy,w2) une base de €.

Pour a € C, on note P, le parallélogramme [a,a + wy,a + w1 + wa, a + ws]. Pour une fonction elliptique f, on
choisira a de telle sorte qu'aucun zéro ni pole ne soient sur le bord de P,.

(Montrez que c'est possible)

Proposition 1. Une fonction elliptique sans pdle est constante.

Proof. —
O
Théoréme 3.1. Si f est elliptique alors ), ves.(f) = 0.
Proof. —
O
Corollary 1. /l n'existe pas de fonction elliptique n‘ayant qu'un péle simple modulo 2
Proof. —
O
Corollary 2. Si f est elliptique alors ) ,.p v-(f) = 0.
Proof. —
O

Corollary 3. Si f est une contion elliptique non contante alors pour tout ¢ € C, léquation f(z) = c a le méme
nombre de slution modulo Q2 comptés avec multiplicité.

Proof. —
O
Théoréme 3.2. Si f est elliptique, s‘annule en a,...aq € P, et ayant des péles en by,...,bq € P,, énumérés
avec multilicité alors
> ai=> b modQ
Proof. -
O

4. LA FONCTION @ DE WEIERSTRASS

Proposition 2. La fonction o est méromorphe sur C, paire, Q-périodique. Elle n'a qu'un seul péle double sans
résidu modulo ). de plus il existe go, g3 € C (dépendant de }) tels que

(¢)* = 49" — gop — 93
On note Gy = Zwisz et Gy == Zuisz 25 puis g2 = 60G; et g3 = 140G3
w#0 w#0
Proof. —

Remark 4. On en déduit que si f = o~ ! alors f'(w) = \/43%7
W —g2w—g3

Théoréme 4.1. Le corps des fonctions elliptiques de période 2 est C(p, p') ot p est la fonction associée au réseau.

Remark 5. La fonction e® est Q-périodique mais pas méromorphe sur C. Elle n'est donc pas elliptique.

Proof. —
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5. INTERPRETATION GEOMETRIQUE

La fonction p a des proprietés semblables aux fonctions circulaires (exp, cos etc.)
L'equation differentielle du cosinus permet de voir que lapplication § — (cos@,sinf) paramétre le cercle.
L'équation différentielle de la fonction g s'interpréte de la maniére suivante :

La fonction
C-Q — 2

z = (p(2),9(2))
prend ses valeurs dans la cubique :

¢ = {(z,y) € C*: y* = 42° — gow — g3}

Lemma 1. La cubique est lisse si et seulement si g3 — 2793 # 0

Pour différentes valeurs réelles de g, g3, dessinez (a la main ou avec votre logiciel préféré) la trace réelle de la

courbe :
R% = {(z,y) € R® : y* = 4a® — gyu — g3}

Théoréme 5.1. Soit ) un réseau de fonction p et de cubique €. Alors € est lisse, l'application ci-dessus induit
une identification (C — )/ avec € et C/Q avec €.

L'application (cos, sin) réalise le quotient de R (ou C) par 27Z ; c'est un morphisme de groupe dont image est
S! (ou C*). De maniére analogue, le théoréme précédent dit que le compactifié d’Alexandroff de € : € = € U {oo}
a une structure de groupe dont l'élément neutre est oco.

Cette loi de groupe a une interprétation géométrique.

Nous dirons que les droites complexes verticales = = cst passe par co.

Lemma 2. Une droite complexe de C? coupe la cubique en au plus trois points. Si elle coupe € en deux points
seulement alors soit elle est tangent & €, soit elle passe par co . Si elle coupe € en un seul point alors soit ce
point est un point d’inflexion de € soit la droite est une tangente passant par oo.

Proof. —

Trois points (z1,y1), (z2,y2), (x3,y3) sont alignés si et seulement si

1 T2 I3

i y2 ys| =0
1 1 1

Théoréme 5.2 (La loi de groupe). Si z1, 22,23 € C — ) tels que z1 + z2 + z3 =0 mod Q alors

p(21)  p(z2)  p(23)
o' (z1) ¢ (22) ¢'(z3)=0
1 1 1

En particulier, p(z1 + 22) s'exprime rationnellement en fonction de p(z1), p(22), p’(21), ©’'(22) comme c'est le cas
pour cos(z1 + 22).

Ces formules font l'objet de dernier exercice de la feuille de TD.

Que se passe-t-il lorsque 21 = z5 ? lorsque z3 € 2 7?7

EtSiZ1=Zz=Zg?

Dessinez (la trace réelle) de la cubique et placez les points Py = (p(z1, 9’ (21)) et le point

Pour completer ce plan vous pouvez vous aider de tous les documents que vous
trouverez,

par exemple :

Ahlfors

https://people.math.gatech.edu/”mccuan/courses/6321/lars-ahlfors-complex-analysis-
third-edition-mcgraw-hill-science_engineering_math-1979.pdf

ou le cours de Michele Audin

http://irma.math.unistra.fr/"maudin/fonctionsspe1109.pdf
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